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ЛЕКЦИЯ №2

Теоремы сложения  и умножения вероятностей. Условная вероятность
Основной задачей теории вероятностей является вычисление вероятностей сложных событий с использованием вероятностей более простых событий. Для вычисления вероятностей сложных событий используются следующие факты теории вероятностей.

Суммой А+В двух событий называют событие, состоящее в появлении события А или события В, или обоих этих событий.

Суммой нескольких событий называют событие, которое состоит в появлении хотя бы одного из этих событий.

Теорема сложения  вероятностей несовместных событий
Если событий А и В несовместны (т.е. не могут произойти одновременно), то вероятность появления одного из них равна сумме вероятностей этих событий

                                            P(A+B)=P(A)+P(B)                                 (1) 
Формула (1)- обобщается на случай n событий A1,.., An. 

Так, если события A1,.., An попарно несовместны (т.е. любые два события из группы не могут происходить одновременно), то
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Теорема сложения  вероятностей совместных событий
Если же событий А и В совместны, то вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:

                                   P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)                            (2)

Если же события A1,.., An попарно совместны, то


[image: image3.wmf])

..

(

)

1

(

..

)

(

)

(

)

..

(

1

1

1

1

1

1

1

n

n

n

i

n

i

j

j

i

n

i

i

n

A

A

P

A

A

P

A

P

A

A

P

×

×

-

+

+

-

=

+

+

-

-

=

+

=

=

å

å

å

.

При  n=3 эта формула принимает вид 

P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(BC)-P(AC)+P(ABC).

Произведением двух событий А и В называют событие АВ, состоящее в совместном появлении этих событий.

Произведением нескольких событий называют событие, состоящее в совместном появлении всех этих событий. 
При этом под условной вероятностью P(A/B) события А понимают вероятностью события А, вычисленную в предположении, что событие В наступило. Аналогично понимается вероятность P(B/A).

Теорема умножения  вероятностей независимыых событий

Если события А и В независимы (т.е. вероятность одного из событий не зависит от появления или не появления другого), то вероятность совместного появления двух событий равна произведению их вероятностей

                                              P(AB)=P(A)P(B)                                     (3)
Следствие

Если события A1,.., An – независимы в совокупности (т.е. появление одного события не зависит от появления или не появления остальных), то вероятность совместного появления нескольких событий равна произведению вероятностей этих событий:

                                P(А1А2...Аn)=P(А1)P(А2)...P(Аn)                        

или короче, пользуясь знаком произведения:   
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Теорема умножения  вероятностей зависимыых событий

Если же события А и В зависимы, то вероятность совместного появления двух зависимых событий равна произведению одного из них на условную вероятность второго: 

                                     P(AB)=P(A)P(B/A)=P(B)P(A/B) ,                 (4)

где P(A/B) и P(B/A) – условные вероятности событий А и В соответственно.

Если же события  являются зависимыми в совокупности, то  используется формула (5)
    P(A1A2...An)= P(A1)P(A2/A1)P(A3/A1A2)...P(An/A1A2...An-1)  (5)

Следует помнить, что при отыскании вероятности появления «хотя бы одного события» обычно переходят к противоположному событию «не появилось ни одно событие» и используют формулу
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где А – событие, состоящее в том, что появилось хотя бы одно событие из некоторой группы событий A1,.., An, событие 
[image: image6.wmf]A

 состоит в том, что не появилось ни одного события из этой группы.
Формула полной вероятности

Допустим, производится эксперимент (опыт), об условиях которого можно сделать n взаимно исключающих друг друга предположений (гипотез): H1, H2, .., Hn. Каждая гипотеза представляет из себя некоторое событие; все они попарно несовместны и образуют полную группу (т.е. в результате эксперимента может реализоваться ровно одна из гипотез). Вероятности гипотез должны быть предварительно найдены. Пусть они равны P(H1), P(H2), .., P(Hn). Стоит отметить, что если при решении задачи гипотезы введены правильно, и их вероятности найдены верно, то справедливо равенство
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Если равенство не выполняется, это говорит о том, что либо система гипотез введена неверно, либо имеются ошибки в вычислении вероятностей гипотез.

Далее рассматривается некоторое событие А, вероятность которого необходимо определить. При этом сначала находятся условные вероятности P(A/H1), P(A/H2), .., P(А/Hn). Затем вероятность события А находится по следующей формуле полной вероятности.
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Вероятности P(Hk), k=1,2, .., n вычисляются до проведения эксперимента и трактуются как до опытные (априорные).

Вычисление вероятностей гипотез после испытания.

Формула Байеса

Пусть эксперимент проведен и стало известно, что событие А осуществилось. Какова после опытная (апостериорная) вероятность осуществления гипотезы Hk при условии, что событие А имело место. Ответ дается формулой Байеса
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где 
[image: image10.wmf])

|

(

)

(

)

(

1

j

n

j

j

H

A

P

H

P

A

P

å

=

=

, а гипотезы Hj (j=1,2,..,n) составляют полную группу событий.

Формула Байеса позволяет «переоценивать» вероятность каждой из гипотез после поступления новой информации относительно осуществления событий.

Вычисление вероятностей появления события при повторных независимых испытаниях. Формула Бернулли

Вероятность того, что в n независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события равна p (0<p<1), событие наступит m раз (безразлично, в какой последовательности), равна
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, где q=1-p          (8)
Вероятность того, что при n независимых испытаниях событие А, имеющее вероятность p, появится не менее k раз определяется выражением
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Вероятность того, что при n опытах событие А, имеющее вероятность p, появится не более k раз определяется выражением
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Число m0 (наступления события в независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность появления события равна p) называют наивероятнейшим, если вероятность того, что это событие наступит в этих испытаниях m0 раз, превышает (или, по крайней мере, не меньше) вероятности остальных возможных исходов испытаний.

Наивероятнейшее число m0 определяют из двойного неравенства:

                                       
[image: image15.wmf]p

np

m

q

np

+

<

£

-

0

                     (11)

причем:

а) если число np-q – дробное, то существует одно наивероятнейшее число m0.
б) если число np-q – целое, то существует два наивероятнейших числа, а именно m0; m0+1.

в) если число np – целое, то наивероятнейшее число m0=np.

Количество n опытов, которые нужно произвести для того, чтобы с вероятностью не меньше p1 можно было утверждать, что данное событие произойдет, по крайней мере один раз, находится по формуле.
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СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. РЯД И ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДИСКРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ.
     Важнейшим понятием теории вероятностей является понятие случайной величины.

     Случайной величиной Х называется величина, которая в результате опыта принимает одно из множества всевозможных значений и до опыта невозможно узнать, какое из значений она примет. Случайные величины бывают дискретными и непрерывными.
Дискретной случайной величиной называется случайная величина с конечным или счётным множеством возможных значений .


Непрерывной случайной величиной называется случайная величина, множество значений которой является непрерывным множеством.


Закон распределения Законом распределения случайной величины называется любое правило (таблица, функция), позволяющая находить вероятности всевозможных событий, связанных со случайной величиной (например, вероятность того, что она примет какое-то значение или попадёт на какой-нибудь интервал). Если случайная величина Х имеет данный закон распределения, то про неё говорят, что она “распределена” по этому закону (или “подчинена” этому закону).


Наиболее простую форму можно придать закону распределения дискретной случайной величины. Для этого перечисляются возможные значения случайной величины Х: х1, х2,..., хn,... и соответствующие им вероятности.


Рядом распределения дискретной случайной величины Х называется таблица, в верхней строке которой перечислены в порядке возрастания все возможные значения случайной величины Х: х1, х2 ,..., хn,..., а в нижней - вероятности этих значений: р1, р2,..., рn,..., где рi=P{X=xi} - вероятность того, что  в результате опыта случайная величина Х примет значение хi (I=1, 2, ... , n,...).


Ряд распределения случайной величины Х записывается в виде таблицы:   

	x1
	x2
	…
	xn

	p1
	p2
	...
	pn



Так как. события {X=x1}, {X=x2}, несовместны и образуют полную группу, то сумма всех вероятностей, стоящих в нижней строке ряда (1), равна единице:

                                                
[image: image17.wmf].

1

=

å

i

i

p

                          


Эта единица как-то распределена между значениями случайной величины.


Пример 1. Рассматривается работа трёх независимо работающих технических устройств (ТУ); вероятность нормальной работы первого ТУ равна 0.2; второго - 0.4; третьего - 0.5; случайная величина Х - число работающих ТУ. Построить ряд распределения случайной величины Х.


Решение.  Возможные значения случайной величины 

Х: 0, 1, 2, 3. Соответствующие им вероятности найдём, пользуясь правилами сложения и умножения Нормальную работу обозначим знаком “+” , а отказ  знаком “-”.


р1 =Р{X=0}=P{- - -}=0.8*0.6*0.5=0.24

р2 =P{X=1}=P{+ - -}+P{- + -}+P{- -+}=

    =0.2*0.4*0.5+0.8*0.4*0.5+0.8*0.6*0.5=0.06+0.16+0.24 =0.46

р3 =Р{X=2}=P{- + +}+P{+ - +}+P{+ + -}=

    =0.8*0.4*0.5+0.2*0.6*0.5+0.2*0.4*0.5=0.16+0.06+0.04=0.26

 
p4 =P{X=3}=P{+ + +}=0.2*0.4*0.5=0.04.


Как и следовало ожидать
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Ряд распределения случайной величины Х имеет вид:

Х:
	    0                
	    1
	    2   
	    3

	  0.24  
	  0.46
	  0.26
	  0.04 



Графическое изображение ряда распределения называется многоугольником распределения.

                                     pi                                                                                                                            
                              0.5  

                             0.25 

                                0      1         2       3         xi    

Рис. .1. Многоугольник распределения (к примеру 1)

     Строится он так: для каждого возможного значения случайной величины восстанавливается перпендикуляр к оси абсцисс, на котором откладывается вероятность данного значения случайной величины. Полученные точки для наглядности (только для наглядности!) соединяются отрезками прямых (см. рис. 1).

Функция распределения случайной величины

Ряд распределения может быть построен только для дискретной случайной величины, Для непрерывной случайной величины ряд и многоугольник распределения не может быть построен, т.к. множество возможных значений такой величины несчётно. Наиболее общей формой закона распределения, пригодной для всех случайных величин (дискретных и непрерывных) является функция распределения.


Функцией распределения случайной величины Х называется функция F(х), заданная на всей числовой оси и представляющая собой вероятность того , что случайная величина примет значение меньшее, чем заданное х:


F( х ) = Р( Х<х ),   х((+ (, -( ).                                    (1)

Функция распределения дискретной случайной величины

     Зная ряд распределения дискретной случайной величины легко построить её фунцию распределения и обратно. Мы это посмотрим на примере 1 - ряд распределений для случайной величины Х - число работающих технических устройств - имеет вид:

	    0
	    1
	    2
	    3

	 0.24
	 0.46
	 0.26 
	 0.04


Будем задаваться различными значениями х и находить для них F(x)=P{X<x}.

1. Пусть х(0, F(x)=0, т.к. число работающих ТУ не может быть отрицательным и F(x)=0  для любого х(0 (включая 0).

2. Пусть 0<x(1,  (x=0.5), F(x)=P{X=0}=0.24;

3. Пусть 1<x(2,  (x=1.75),    F(x)=P{X<x}=P{X=0}+P{X=1}=0.24+046=0.7. Очевидно, что F(2)=0.70.

4. Пусть x>3, F(x)=P{X=0}+ P{X=1}+ P{X=2}+ P{X=3}=0.24+0.46+0.26+0.04=1.

Изобразим функцию F(x) на графике.

                      1   F(x)

                0.46         
              0.24
                 0.04    

                       0          1         2         3                x 


Рис. 2.  График функции F(x)
     Функция F(x) показана жирными линиями, точки - значения F(x) в точках разрыва. (F(x) -непрерывна слева, т.к. при подходе к точке разрыва сохраняет свое значение.) 

     F(x) имеет четыре скачка, которые происходят в точках, отвечающих четырем возможным значениям случайной величины, и по величине равны вероятности этих значений. Между скачками F(x) сохраняет постоянное значение. Эти особенности имеют общее значение, а именно: функция распределения любой дискретной случайной величины есть разрывная ступенчатая функция, скачки которой происходят в точках, соответствующих возможным значениям случайной величины и равны вероятности этих значений. Сумма всех скачков F(x) равна 1.
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